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Abstract 
Quilliot, A., Une condition pour qu’une famille de triangles soit orientable en un ordre 
cyclique, Discrete Mathematics 91 (1991) 171-182. 
Un ordre cyclique est une famille de triples $ d’un ensemble X telle que: 
(x, y, z) E P $ (y, z, x) et (z, x, y) E F (Stabilite par ratation); 
(x, y, z) E @ j (y, x, z) 4 P (Antisymmetry); 
(x, y, z) et (x, z, u) E F j (y, z, u) et (u, x, y) E P (Transitivite). 
Une famille F de triangles (sous-ensembles a 3 elements) d’un ensemble X Ctant don&e, on 
demande s’il est possible d’orienter ces triangles de facon 1 obtenir un ordre cyclique. C’est au 
traitement de cette question qu’est consacre le present travail. 
A cyclic order is a family F of triples of a set X such that: 
(x, y, z) E P 3 (y, z, x) and (z, x, y) E E (Cyclicity); 
(x, y, z) E F j (y, x, z) $ F (Antisymmetry); 
(x, y, z) and (z, t, x) E F j (y, z, t) and (t, x, y) E F (Transitivity). 
We deal in this paper with the following problem: A family F of triangles (3-subsets) of a set X 
being given, is it possible to orient every triangle of Fin order to get a cyclic order? 
1. Introduction 
Un ordre cyclique est une famille @ de triplks d’un ensemble X telle que: 
(x, y, z) E P + (y, z, x) et (z, x, y) E F (StabilitC par rotation); 
(x, y, z) E @ 3 (y, x, z) 4 $ (Antisymmetrie); 
(x, Y, z) et (z, t, x) E F * ( y, z, t) et (t, x, y) E F (TransitivitC). 
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Une telle axiomatique a tte introduite pour la premiere fois par Huntington en 
1924 (voir [4]), d ans le but de faciliter l’etude de certains problemes poses en 
horizon cyclique et faisant intervenir les positions relatives de points ou parties 
convexes sur le plan ou sur le cercle, ou encore d’elements a l‘interieur d’un 
groupe .
Le probleme que nous posons ici est le suivant: 
F &ant une famille de triangles (sous-ensembles de cardinalite 3) d’un ensemble 
X, peut-on trouver un ordre cyclique @ sur X tel que: 
{x, y, z> E F e (x, Y, 2) 0~ (Y, x, 2) E p. 
Si un tel ordre cyclique P existe, on dira qu’il constitue une bonne orientation de 
F; Pour chaque {x, y, z} E F, le triple (x, y, z) ou (y, x, z) de P sera dit 
orientation de {x, y, z} dans @, ou encore triple associe a {x, y, z} dans i? A 
chaque triangle de F correspondront done en fait 3 orientations ou triples associes 
de I? 
Un tel probleme est bien entendu a rapprocher de celui de l’orientation des 
graphes non orient& susceptibles de rep&enter une relation d’ordre, qui a deja 
CtC trait6 en [l-2,5], et dont une solution condensee peut Ctre trouvee en [3]. La 
technique de resolution que nous allons en proposer, quoique plus compliquee, 
reprend une partie des idees introduites pour le traitement des graphes de 
comparabilite. 
2. D6Cnitions et notations 
Soient 2 triangles {a, b, c} et {a, b, d} (c # d) de notre famille F; 2 tels 
triangles sont dits se faire face. Si l’un au moins des triangles {c, b, d} ou 
{c, (I, d} n’est pas dans F, alors nous posons (a, b, c) 15 (a, b, d). Si 2 triples 
u = (a, 6, c) et u’ = (a’, b’, c’) de X, sont tels qu’il existe une chaine de triples 
u = ug, ur, . . . , &-I, u, = u’ telle que Vi E 0, . . . , It - 1, ui & Ui+l, alors on 
pose u Jo u’. Une telle chaine est dite de definition de la relation u Jo u’. On note 
Tr(F) l’ensemble des triples de (x, y, z) de X tels que {x, y, z} soit dans F. On 
note Tr(F) l’ensemble Tr(F) quotient6 par la relation: 
(x, y, z) - (Y, z, x> - (2, x, Y). 
On note (x, y, z) l’element classe de (x, y, z) dans Tr(F). 
Si 2 triangles {x, y, z} et {x’, y’, z’} de F sont tels que: 
(x7 y, z) lo (x’, Y’, Z’h cm 
(x, y, 2) 40 (Y’, 2’7 x’), ou 
c.6 y, z) LO (z’, x’, Y ‘) 
alors on pose (x, y, z) R0 (x’, y’, z’). 
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Procedant recursivement, nous Ccrivons: Si {a, b, c} et {a, b, d} (c + d) de F 
sont tels que soit (a, b, c) Jo (a, b, d) soit (c, b, d) R,_l (c, a, d) (n a l), alors 
(n, b, c) 4; (a, b, 4; S i entre u et ud E Tr(F) existe une-chaine u = uO, . . . , u,_~, 
u, = U’ (dite de definition) telle que Vi E 0. ’ * n - 1, ui Iz ui+i alors u Jn u’; Si 
{x, y, z} et {x’, y’, z’} E F satisfont: 
(x, y, 2) In (x’, Y’, z’), ou 
(x, Y, z) ln (Y’, 2’7 0 ou 
6, Y, z) L (z’, x’7 Y’) 
alors (x, y, z) R, (x’, y’, 2’). 
On pose enfin: 
(x, y, z) R (x’, y’, z’) ssi 3n 2 0 tel que (x, y, z) R, (x’, y’, z’). 
11 est clair que chaque relation I,, est une relation d’equivalence sur Tr(F), 
cependant que chaque R, et aussi R est une relation d’equivalence sur Tr(F). 
Aucune notion de triple ou de triangle dCgCnCrt (admettant 2 composantes 
confoundues) n’est admise ici. 
3. ThCorSme d’orientabilitk 
Soit F une famille de triangles d’un ensemble fini X. 11 existera une bonne 
orientation de F si et seulement si il n’existe pas dans F de triangle {x, y, z} tel - - 
que (x, Y, 4 R C_Y, x, 4. 
Remarque. L’aspect nedssaire de la condition propode est presque evident. En 
effet (x, y, z) R (x’, y’, z’) se lit “L’orientation de {x, y, z} implique celle de 
{x’, y’, z’} et vice-versa”. L’axiome d’antisymmetrie interdit qu’un mCme 
triangle {x, y, z} de F receive deux orientations contraires. Quant a la 
verification algorithmique de la non-existence de 2 triangles {x, y, z} et 
{x’, y’, z’} de F tels que (x, y, z) R (x’, y’, z’), il est clair qu’elle peut Ctre 
realisee en temps polynomial. Nous ne fournirons pas ici d’algorithme 
d’orientation de F, mais il ne sera pas difficile au lecteur d’en deduire un de la 
demonstration mCme que nous allons proposer du theoreme. 
Cette demonstration apparaitra compliquee dans la mesure oii elle comporte 
un grand nombre de vkifications plutot fastidieuses. Elle reprend au travers du 
lemme 4 une idCe dCja exploitee en [3], et son canevas se trouve dCcrit par les 
&on&s des Lemmes 4, 5, 7, 8, 9 qui vont suivre. 
Difmition. 4 points a, b, c, d de X don& dans cet ordre et tous distincts seront 
dit former un bon n-quadrangle de pivot (a, b, c) si les 4 triangles que l’on peut 
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former a partir de ces points sont dans F et si: 
(a, b, c) R, (4 b, c) 
. . . (a, d, c) 
. . . (a, b, d). 
On Ccrit cela Q,(a, 6, c, d). 
Lemme 1. L’implication suivante est vraie: 
Q,,(u, b, c, d)+ Pour toute permutation x, y, z, t de a, b, c, d on a n > 1, 
Qn-,k Y, 2, 9. 
Ddmonstration. Si Q,-,(x, y, z, c) est faux pour une certaine permutation 
(XT, y, z, t) de (a, b, c, d), alors c’est que l’on a (x, y, z) R,_, (x, y, t); dans ce cas 
l’on a aussi (z, y, c) R, (z, x, t). Or un des 4 triangles {x, y, z} - - - {z, x, t} est 
{a, b, c} et nous deduisons que Q,(u, b, c, d) est faux. (Ne pas oublier que la 
relation R,_l est en fait contenue dans la relation R,). 0 
NB. A partir de maintenant et durant toute la suite de cet article, on supposera 
la famille de triangles F consideree telle que: 
- - 
11 n’existe pas {x, y, z} E F tel que (x, y, z) R (y, x, z). 
On s’attachera done a prouver que sous cette hypothbe, il existe une bonne 
orientation de F. 
Lemme 2. Si a, b, c, d E X sont tels que {a, b, c}, {a, b, d} et {a, c, d} E F alors 
{b, c, d} est aussi duns F. 
Dkmonstration. Dans le cas contraire, on aurait (a, b, c) I; 
(a, b, c), (a, b, c) JeO (a, 4 c) et (a, b, 4 46 ( a, c, d) soit aussi (a, c, d) R, (a, d, c) 
et une contradiction. q 
Lemma 3. Soient a, b, c, d E X formant un bon O-quadrangle de pivot (a, b, c) et 
{a’, b’, c’} E F tef que: (a, b, c) &, (a’, b’, c’). AZors l’on a: 
(d, a, b) lo (d, a’, b’), (d, a, c) Jo (d, a’, c’), (d, b, c) &I (d, b’, c’). 
(On dit alors que les 2 bons O-quadrangles (a, b, c, d) et (Q’, b’, c’, d) sont 
0-semblables). 
Dkmonstration. I1 est clair qu’il suffit d’abord de supposer (a, b, c) & (a’, b’, c’), 
puis de raisonner de proche en proche le long dune chaine de definition de la 
relation (a, b, c) Jo ( a’, b’, c’). On peut done par exemple supposer b = b’, c = c’ 
(les 2 autres cas b = b’, a = u’ et c = c’, a = a’ sont parfaitement symmetriques 
de celui-la). On doit aussi supposer a #a’ et par exemple {a’, 6, a} $ F. 
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{a’, b, d} et {u’, c, d} sont forcement dans F, car sinon on aurait 
(a’, b, c) & (4 b, c) et P ar voie de condquence (a, b, c) Jo (d, b, c). Puisque 
{a’, b, a} I$ F, on deduit (u’, b, d) 1: (a, b, d). D’autre part, {a’, b, a} r$ F 
implique (Lemme 2) que {a’, c, a} $ F. On en dCduit alors (a’, c, d) 1: (a, c, d) et 
le rCsultat. 0 
Lemme 4 (dit du quadrangle). Sent IZ 2 0 et a, b, c, d E X formunt un bon 
n-quadrangle de pivot (a, b, c). Soit uussi {a’, b’, c’} E F tel que 
(a, b, c) An (a’, b’, c’). Alors f’on u uussi: 
(d, u, b) ln (d, u’, b’), (d, u, c) An (d, u’, c’) et (d, b, c) In (d, b’, c’). 
(On diru que les quadrangles (a, b, c, d) et (a’, b’, c’, d) sont n-semblubles). 
Dhmonstration. On pro&de par induction sur n (le cas n = 0 est acquis d’aprbs le 
lemme 3). On verifi que, compte tenu des effets de propagation de la relation J,, 
le long d’une chaine de definition de la relation (a, b, c) In (a’, b’, c’), il nous 
suffit de supposer (a, b, c) 4: (a’, b’, c’). Nous supposerons en fait: b = b’; c = c’ 
(Les cas b=b’, u=u’ et c=c’, u=u’ sont clairement parfaitement 
symetriques de celui-la); (a’, b, c) R,_l (a’, c, a); n 2 1. 11 s’agit alors pour nous 
de prouver (a’, b, d) Jn (a, b, d) et (a’, c, d) ln (a, c, d). (*) 
Nous raisonnerons a partir de maintenant par l’absurde en supposant qu’au 
moins une de ces deux relations n’est pas satisfaite. 
Dontrons tout d’abord que l’on a Q,_,(u’, b, a, d) ou Q,-,(a’, c, a, d). 
Pour cela supposons l’inverse et raisonnons cas par cas: 
De Non Q,_l(u’, b, a, d) on deduit (a’, b, a) R,_, (d, b, a) (1) ou (a’, b, d) (2) 
ou (a’, 4 a) (3); 
De Non Q,-,(a’, c, a, d) on deduit (a’, c, a) R,_l (d, c, a) (1’) ou (u’, c, d) (2’) 
ou (a’, d, a) (3’). 
(3): On sait (a’, b, a) R,_l ( a’, c, a); Si de plus (a’, b, a) R,_, (a’, d, a), on 
obtient (a’, d, a) R,_, ((I’, c, a) (soit (3’)). 
Mais 
(a’, b, a) R-I (a’, 4 a) + (b, a’, d) 4: (b, a, 4; 
(a’, c, 4 R,-, (a, 4 a) + (c, a’, d) k’n (c, a, d); 
On en deduit les 2 relations ( * ) qu’on a supposees fausses. 
(3’): MCme traitement. 
(2) et (2’): On obtient 
(a’, 6, a) R-1 (a’, c, a) + (2) + (2’) + (a’, b, d) R-1 (a’, c, d) 
rS (b, 4 c) R, (b, a’, c). 
Or (b, a’, c) R, (6, a, c), d’ou (b, d, c) R, (b, a, c) ce qui contredit le fait que 
Q&, b, c, 4. 
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(2) et (1’): De (a’, b, a) R,_, ( a’, c, a) et (a’, c, a) R,_l (d, c, u) on deduit 
(a’, b, a) Rnpl (d, c, a) soit (a’, b, a) &_1 (d, c, a) ou (c, a, d) ou (a, d, c). De 
plus on a Q,-,(c, d, a, b) (Lemme 1). En appliquant a ce quadrangle (c, d, a, b) 
notre hypothke de recurrence (a savoir que le resultat du Lemme 4 est vrai a 
l’ordre n - 1) on obtient: Si (a’, b, a) &_I (d, c, a) ou (c, a, d) ou (a, d, c) alors 
(6, c, a) Jn-l (b, 6, a) ce qui n’a pas de sens. 
(1) et (2’): Traitement symetrique. 
(1) et (1’): De (a’, b, a) R,_l ( a’, c, a) on deduit (d, 6, a) R,_l (d, c, a) soit 
encore (a, b, c) R, (d, b, c) ce qui contredit Q,(u, b, c, d). 
Dans tous les cas nous obtenons done une contradiction: Nous deduisons done 
que Q,-,(a’, b, a, d) ou Q,_,(u’, c, a, d) est juste. Afin de conclure, supposons 
done que Qn-,<a’, b, a, 4. De (a’, b, a) R,_, (a’, c, a) on tire 
(a’, b, a) in-1 (a’, c, a) (a) ou (c, Q, a’) (P) ou (a, a’, c) (Y). 
Appliquant notre hypothbse de recurrence au bon (n - 1)-quadrangle 
(u’, b, a, d) et au 3 relations (a), (/3), (y), on deduit: 
(a) + (d, b, a) Jn-r (d, c, a) qui contredit Q,-l(d, b, a, c); 
(P) + (d, b, u) h-1 (d, a, a’) qui, par application de l’hypothbe de recurrence 
a cette dernibre relation et au bon (n - 1)-quadrangle (d, b, a, c), fournit 
(d, b, c) j,-l (d, a, c) qui contredit Qn-l(d, b, c, a): 
(Y) + (d, 6, a) in-1 (d, u’, c) qui, par application de l’hypothese de recurrence 
a cette derniere relation et au bon (n - 1)-quadrangle (d, b, a, c), fournit 
(c, b, a) Jn_, (c, a’, c) ce qui n’a pasde sens. 0 
Lemme 5 (dit de Transitivite). Soient u, b, c, d E X, tous distincts, et tels que 
(a, b, c) R (c, 6, d). Al ors {a, b, d} et {a, c, d} sont duns F et I’on a 
(u, b, c) R (u, b, d) R (d, c, u). 
DCmonstration. On peut considerer n 3 0 tel que (a, b, c) J,, (c, b, d) ou (d, c, b) 
ou (b, d, c). Supposons que l’on ait: (a, b, c) #!,, (a, b, d) et (a, d, c). On a aussi 
(a, b, d) I,, (b, c, d) puisque (a, 6, c) R, (c, b, d). Des lors le Lemme 4 applique 
au bon n-quadrangle (a, b, c, d) permet de dire: 
Si (a, b, c) J,, (c, 6, d) alors (d, b, c) Jn (d, b, d) ce qui n’a pas de sens; 
Si (a, b, c) l,, (d, c, b) alors (d, a, b) J,, (d, d, c) ce qui n’a pas de sens; 
Si (a, b, c) l,, (b, d, c) alors (d, a, b) l,, (d, b, d) ce qui n’a pas de sens; 
On doit done supposer que (a, b, c) R, (a, 6, d)) (ou symetriquement que 
(a, 6, c) R, (d, c. a)). Mais dans ce dernier cas nous avons (d, 6, c) ln+l (d, a, c), 
ce qui permet bien de conclure (c, b, d) R (c, a, d) R (a, b, c). 0 
Pro&d& de la fusion. La relation R a pour effet de partitionner F 2 partir de la 
relation suivante: 
{x, y, z> eq Ix’, Y ‘, z’} ssi (x, y, z) R (x’, y ‘, z’) ou (x, y, z) R Cy’, x’, z’). 
Une condition pour qu’une famille de triangles 177 
On note Q(F) la famille quotient; Pour tout f E Q(F), on selectionne un triangle 
{ur, bf, cf} representant de f, et on tree trois points if, &, +. On note Z(F) 
I’ensemble {af, &, Cf/f E Q(F)}, et on pro&de sur Z(F) a l’identification 
suivante: Notons 1 la relation definie sur Tr(F) par: u l u (u, 21 E Tr(F)) ssi 
3n E N/u in v. On dira que x, y, z, t E X tous distincts forment un quadrangle fort 
si les 4 triangles que l’on peut former avec x, y, z, t sont dans F et induisent 4 
classes distinctes dans Q(F). 
On pose alors: ~5~ 5 k& ssi 3x, y, z, t E X formant un quadrangle fort et tels que 
(X> Y, z) I (Pf, ‘i, Sfh Ia, b, c) = {P, r, s>; (x, Y, t) 1 (qg, ri, $); {a, b, c> = 
{q, r’, s’}; (x, y, z, t) est alors dit quadrangle de fusion de pf 1’4,. 
Le triple (x, z, y) est norm6 triple representant de f dans la relation pf p qg et 
note: Rep(f, pf, &); Le triple (x, y, t) est note Rep(g, pf, S,). 
Le point x E X est nomme pivot de la relation Is, o qg et note Pi@,, &,); On 
pose enfin: pf - qs ssi il existe une suite pf = Z,,, Z, . . . , Z, = qg d’elements de 
Z(F) tels que: Vi E 0, . . . , n - 1, Zi P Z,,; Une telle chaine est dite chaine de 
fusion entre Is, et &. Plusieurs remarques peuvent alors Ctre formulees: 
Remarque 1. Si pf e q8, si (x, y, z, t) est un quadrangle de fusion de pf e qg et si 
{u, :J, w} E F est tel que (u, IJ, w) J (x, y, z), a ors 1 le lemme du quadrangle nous 
indique que (u, v, w, t) est aussi un tel quadrangle de fusion. 
Remarque 2. A une chaine de fusion pf = ZO, . . . , Z, = qg correspond une suite 
f =$I, * * . , fn = g d’elements de Q(F). La remarque 1 permet de voir que les 
differentes fusions Clementaires Zi 1’ Z,+r en jeu le long de cette chaine peuvent 
Ctre &rites de telle sorte que: Vi E 0, . . . , n - 2, Rep(J+I, Zi, Z,,l) = 
Rep($+r, Zi+l, Zj+*). C’est a dire qu’a notre chaine de fusion, il est possible 
d’associer une suite de triples (u, Ui-1, uJ(i E 1, . . . , n) de Tr(F) tels que: 
Vi E 1, . . . 7 ?t - 1, Ui_1, Ui, Ui+l, u forment un quadrangle de fusion de Zi-l Q Zi 
de telle sorte que u = Piv(Zj_I, Z,); 
( u, ui-1, Ui) = Rep(_k,, Zi-I, Zi); (u, ui, ui+l) = Rep(f;, Zi-1, Zi). 
Une telle suite est dite chaine speciale de triples de fusion & - qgg, et u est 
nomme le pivot de cette chaine. 
Remarque 3. Soient 3 triples (u, IJ, x), (u, v, y), (u, ~1, z) de Tr(F) consecutifs 
dans une chaine speciale de fusion de pivot u. Alors, il est possible de raccourcir 
cette chaine en sautant directement de (u, v, x) a (u, u, z). L’inverse 
que u, v, x, z ne constituent pas un quadrangle fort, soit encore que: 
(u, v, x) R (u, ~1, z) ou (v, u, z) (On note ces cas ((u) et (/3)) ou que - - 
(u, v, x) R (u, x, z) ou (u, z, x) (on note ces cas (y) et (0)) ou que 
(u, 2r, x) R (v, x, z) ou (v, z, x) (cas symmetriques des precedents). 
signifierait 
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Le lemme du quadrangle permet d’ecrite les implications suivantes qui 
debouchent sur autant de contradiction avec le fait que (u, V, X, y) et (u, V, y, z) 
sont des quadrangles forts: 
(z, u, x) (Y, z, u); 
(z, x, u) (Y, 4 x) 1 (Y, v, u); 
(4 v, x) 1 (v, z, u) (Y, 4 v) I (Y, v, z); 
1 
(v, u, z) (Y, v, u); 
(4 m (z, v, u) (Y, z, v); 
(2, 4 v) (Y, z, u). 
Si enfin on a (u, V, x) J ( U, 21, z) ou (u, z, v), alors, c’est que dans la chaine de 
fusion j$ = ZO, . . . , Z, = &. que notre chaine de fusion speciale est cende 
rep&enter de telle sorte que pour i un certain i E 0, . . . , n - 2, on ait 
(u, II, X) = Rep(f;, Zi, Zi+I), les deux elements Z; et Zi+* sont en fait Cgaux. On 
voit alors comment cette chaine de fusion peut Ctre reccourcie. 
Remarque 4. Soit une chaine de fusion iif = Z,,, . . . , Z, = q, (n 2 3), et 4 triples 
(u, U, w), (u, w, x), (u, x, y), (u, y, z) consecutifs dans une chaine speciale de 
fusion associee, (et ranges sur des indices i, i + 1, i + 2, i + 3 E 0, . , . , n). Le 
point u est le pivot de cette chaine speciale. Alors nous disons que dans ce cas 
aussi la chaine de fusion consideree, qui permet d’identifier j$ et qg peut Ctre 
reccourcie. Essayons de substituer aux triples (u, w, X) et (u, x, y) le triple 
(u, w, y). On atteindra le but recherche si les deux quadrangles (u, r~, w, y) et 
(u, w, y, z) sont forts. Supposons que par exemple (u, 2/, w, y) n’estpas un 
quadrangle fort. 
Mais alors les implications suivantes debouchent sur autant de contradictions 
avec fait que les quadrangles (u, v, w, x), (u, w, x, y), (u, x, y, z) sont des 
quadrangles forts et que il n’existe pas dans Tr(F) de triple (a, b, c) tel que 
(a, b, c) R (b, a, c). 
(u, v, w) 1 (u, v, y)* (K UP w) 5 (x9 UP Y)G 
(U> Y7 v) (x, u, v); 
(VP UP Y) (x, u, v) -1 (x, n, u); 
(v, y, u) (x, u, w) 1 (x, v, u); 
(Y, u, v) (x, v, w) -1 (x, u, u); 
(Y, VP u) (-5 v, u); 
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(4 v, w) 5 (VI WI Y) 
(v, YY w) 
(w7 Y, VI 
(w7 v, Y) 
(Y, VP WI 
(YJ w, VI 
(4 v7 w) L (Y, 4 WI 
(Y> w, u) 
(w7 YJ u) 
(w, UP Y) 
(-6 4 v) J (x7 v, w); 
(x, 4 w> 1 (x, v, w); 
(x, w, v); 
(& w, y); 
(x, y, w); 
(x, v, w) L (x, w, v); 
(x7 u, w); 
(x, w, u); 
(x, 4 w) 4 (x, w, u); 
(x7 WY Y). 
Pour que (u, v, w, y) ne soit pas-un quadrangle fort, il faut done que 
(UP v, w) I (u, Y9 w) ou (UP u, w) 1( u, w, y). Si dans le mCme temps, (u, w, y, z) 
est un quadrangle fort, alors l’identification 2; p Zi+3 peut s’effectuer directement 
par le biasis de ce quadrangle qui est alors quadrangle de fusion. Si enfin, 
(u, w, y, z) n’est pas un quadrangle fort, c’est que l’on a aussi (u, y, z) J (u, y, w) 
ou (u, w, y). Mais dans ce dernier cas, il s’avere que Zi = Zi+3, d’ou le rtsultat 
pour toutes les configurations. (11 peut aussi se faire que (u, v, w, y) ne soit pas 
un quadrangle fort, parce que y = v. Dans ce cas (u, w, x, v = y) est un 
quadrangle fort qui induit la transition Zi p Zi+2.) 
Lemme 6. Si j$ - qg, alors la chaine de fusion j+ = ZO, . . . , Z,, = L& peut etre 
choisie telle que n C 2. 
Dimonstration. C’est immediat, d’apres les remarques 2, 3 et 4. •i 
Lemme 7. II n’est pm possible d’avoir une relation du type & - qr. (f E Q(F), p # 
4). 
Diimonstcation. Supposons une telle relation, et ~7~ = ZO, . . . , Z, = @ (n S 2) 
une chaine de fusion pour cette relation. 11 est clair que nous devons supposer 
n =2. 
Soit aussi une chaine speciale de fusion associee, composee de triples (u, v, w), 
(u, w, x), (u, w, y) et de pivot u. Cette chaine sera telle que: {u, v, w} eq 
{u, w, y}, la relation motivant cette equivalence mettant en correspondance le u 
du permier triangle avec w ou y du deuxieme triangle. 
Mais les quatres implications suivantes que cela autorise debouchant toutes sur 
des contradictions avec l’hypothbse de base (a, b, c) $ (b, a, c) et le fait que les 
180 A. Quilliot 
quadrangles (u, U, w, X) et (u, w, X, y) sont forts: 
(4 u, w) L (w, y, u) * (x, u, w) 1 (x, w, u); 
(w9 UT Y) (x, WY y); 
(YF w, u) (x, y, u); 
(Y, u, w) (x, y, w). 
Lemme 8. Soit (x, y, z, t) un quadrangle fort, f la classe de {x, y, r} et g la classe 
de {t, y, x} pour la relation eq. On supposera (on peut toujours se ramener h une 
tefle kriture) (x, y, 2) J (af, bf, cr) et (x, y, t) 1 (a,, b,, c,). Alors on ne peut avoir 
cp - c -f 
Dhmonstration. Supposons l’inverse; Alors, il sera possible de trouver une 
chaine de fusion Ef = Z,, . . . , Z,, = Eg (n c 2) et une chaine speciale de triples 
associee, qui commence par le triple (x, y, z) et qui posdde z comme pivot (On 
reutilise les remarques 1 et 2. 
Premier cas: n = 1. 
Cela signifie l’existence de s E X tel que: (s, y, z, X) est un quadrangle fort; 
(z, s, X) 1 (t, x, y) ou (t, y, x); (x et y sont ici interchangeables). On deduit alors 
par le lemme du quadrangle: (y, x, z) 4 (y, y, t) ou (y, x, t) c’est a dire des 
relations dCnuCes de sens ou contredisant que (x, y, z, t) soit un quadrangle fort. 
Second cas: n = 2. 
Cela signifie l’existence de r et s X tels que: 
(s, y, z, x) et (s, t, z, x) sont des quadrangles forts; 
(z, x, s) 1 (t, x, y) ou (1, y, x); (x et y sont a nouveau interchangeables). 
Le lemme du quadrangle applique 5 (s, r, z, x) fournit alors: 
(x, s, 2) j, (x, x, t) (non sens) ou (x, y, t) (ce qui nous ram&e au premier cas). 
Dans chaque cas, on conclut. 0 
Lemme 9. Soient f, g E Q(F) (f #g) tels que Cr, - (?g et bf - bg. Alors il existe un 
quadrangle fort (x, y, z, t) tel que: 
(x, Y, z) 1 (af, bf, cf) et (x9 Y, 4 I (a,, b,, c,). 
Dbmonstration. Notons (a, b, c) le triple (af, b,, cr). Les relations Gf - Cs, et 
hf - 6g se traduisent par l’existence de 2 chaines de fusion (rf = ZO, . . . , Z, = Gg 
et hf=ZA,. . . , ZA = 6g (n, m c 2) et de 2 chaines sptciales de triples de fusion 
associees, partant du triple (a, b, c), et admettant respectivement comme pivot a 
et b. Plusieurs cas peuvent alors se presenter: 
1” cas: 12 ou m = 1. 
Supposons par exemple n = 1; Alors la premiere chaine speciale de fusion, soit 
sera constituee d’un quadrangle du type cherche, soit impliquera Cf = cg (ce qui 
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contredira le Lemme 8), soit impliquera Eg = 6f = 6, ou Cf = hg = bf (ce qui 
contredire le Lemme 7). 
2” cas: n = m = 2. 
Plusieurs configurations sont alors a considerer (on tient compte des 
symmetries existantes): 
1” chaine speciale = (a, c, b), (a, b, d), (a, d, e); 
2” chaine speciale = (b, a, c), (b, c, u), (b, U, v); 
(a, b, c, d, e, U, v figurant ici ne sont pas forcement tous distincts). On a 
(b, u, 4 I(4 a, 4 (4 ou (4 e, 4 (P) ou ( e, a, d) (y) ou (e, d, a) (0). Le lemme 
du quadrangle applique a (b, c, U, v) donne: (b, U, c) J (d, a, c) ((Y) ou (d, e, c) 
(j3) ou (e, a, c) (y) ou (e, d, c) (0). Le mCme lemme applique a (b, U, c, a) 
fournit: (b, a, c) L (d, a, c) ((a) et (0)) ou (6 a, c) ((Y) et (0)). (4 et (P) 
contredisent que (a, b, c, d) soit un quadrangle fort; (y) et (0) impliquent 
(Lemme du quadrangle applique a (6, a, c, d)) que (b, a, d) 1 (e, a, d) ce qui 
contredit que (a, b, d, e) soit un quadrangle fort. 
1” chaine speciale = (a, c, b), (a, b, d), (a, d, e); 
2” chaine speciale = (b, d, a), (b, a, u), (6, U, v). 
On a (6, u, v) 5 (4 a, e) (4 ou (4 e, a) (P) ou (e, a, d) (Y) ou (e, 4 a) (0). Le 
lemme du quadrangle applique a (b, u, 2r, a) donne alors: (b, U, a) 4 (d, a, a)(&) 
ou (d, e, u)(P) ou (e, a, u)(y) ou (e, d, u)(O). ((Y) et (y) sont des non sens. (/3) et 
(0) permettent l’identification af z a, sur le quadrangle fort (a, b, c, U) et nous 
ram&rent au premier cas. 
1” chaine speciale = (a, b, c), (a, c, d), (a, d, e); 
2” chaine speciale = (b, a, c), (b, c, u), (b, U, v). 
On a (b, u, v) 1 (d, a, e)(a) 0~ (d, e, a)(B) ou (e, a, d)(y) ou (e, d, a)(e). Le 
lemme du quadrangle applique a (b, U, v, c) fournit: (b, u, c) 1 (d, a, c)(a) ou 
(d, e, c)(p) ou (e, a, c)(y) ou (e, d, c)(e). Le lemme du quadrangle applique a 
(b, U, c, a) fournit: (b, a, c) J(d, a, c) ((a) et (P)) ou (e, a, c) ((Y) et (0)). (a) et 
(p) contredisent le fait que (a, b, c, d) est un quadrangle fort; (y) et (0) 
expriment que le quadrangle (d, e, c, a) permet de realiser l’identification af 2 (r, 
et nous ramenent au premier cas. 0 
DCmonstration du ThCorSme d’orientahilittk Sur Z(F) - definit une relation 
d’equivalence. Notons Z*(F) l’ensemble quotient, et pour tout xf E Z(F), notons 
cl($) la projection de Xf sur Z*(F). Le Lemme 7 nous dit, que pour tout 
f l Q(F), cl&), cl&) et cl@) sont deux a deux disjoints et forment un triangle 
note clt(f) dans Z*(F). Le Lemme 8 nous dit que si f et g sont distincts dans 
Q(F), alors clt(f) et clt(g) ont au plus 2 elements en commun dans Z*(F). Le 
Lemme 9 nous dit enfin que si p, 4, r, s E Z*(F), f, g E Q(F) sont tels que 
{p, 9, r} = clt(f) et {p, q, s} = clt(g), alors il existe h, k E Q(F) tels que 
{q, r, s} = clt(h) et {p, r, s} = clt(k). 
La famille des triangles clt(f), f E Q(F) de Z(F) peut done Ctre orientee de 
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faGon 5 former un ordre circulaire (de plusieurs faCons diffkrentes). Supposons 
fait le choix d’une telle orientation. I1 s’en dCduit de faGon immediate une 
orientation de chaque triangle {$, bf, +}, f E Q(F) de Z(F), et done de chaque 
triangle {af, bf, cf>, f E Q(F) d e reference dans F. Mais B une orientation de 
{art 6,, c~} correspond une orientation ‘forkee’ de chaque triangle de la mCme 
classe que {ur, b,, c~} pour la relation eq. C’est done toute la famille F qui se 
trouve dbs lors naturellement orientCe. Montrons que F ainsi orientke constitute 
un ordre circulaire. Les 2 premiers axiomes (stabilitk par rotation et 
antisymmetrie) viennent trivialement . Afin de dkmontrer la transitivitk, 
considkrons x, y, z, t E X tels que {x, y, z} et {x, y, t} E F et ont CtC orient& 
(5 z, Y) et Cv, 6 4. 0 n peut noter f et g les classes respectives de {x, y, z} et 
{x, y, t} pour la relation eq. Si f = g, le lemme de transitivitk nous fournit le 
resultat. Sinon, on peut supposer par exemple (x, y, z) j, (Us, b,, cf) et 
(x, Y, t> J (a,, b,, c,). 0 n sait d’autre part alors que {x, z, t} et {y, z, t} sont dans 
F. Si x, y, z, t ne forment pas un quadrangle fort, c’est que par exemple {x, y, z} - - 
eq {x, z, t}. 11 est alors aisC de vkrifier qu’on a en fait (x, z, y) R (x, z, t) (sinon le - - 
lemme de transitivitk serait applicable) et done (x, y, t) R (z, y, t). On obtient - - 
bien que {x, z, t} et {z, y, t} de Font CtC orient& (x, z, t) et (z, y, t). 
Si maintenant x, y, z, t forment un quadrangle fort, alors cl(af) = cl(ci,) et 
cl(bf) = Al. Si on pose h = classe de {x, z, t} et k = classe de {z, y, t} pour la 
relation eq, on peut supposer (a h, b,,, ch) i (X, Z, t) et (a,, b,c, ‘G) -1 (Z, J’, t). On 
dCduit 
cl(&) = cl@) = cl&), cl(&) = cl(&) = cl&), 
cl(&) = cl(&) = cl&), cl&) = cl(&) = cl&). 
Notons p, q, r, s les 4 points de Z*(F) induit par ces 4 Cgalitks. On a: 
{p, 4, r) = clt(f) es orient6 (p, r, q); {p, q, s} = clt(g) est orient6 (q, s, p); Done t 
{p, r, s} = clt(h) est orient6 (r, p, s) et {q, r, s} = clt(k) est orient6 (r, q, s). Done 
aussi {x, z, t} est orientC (t, x, z) et {y, z, t} est orient6 (z, y, t), d’oti le 
resultat. 0 
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